數學本質概念(分數計算)
1.分數計算的歷史

歐洲在15世紀以後，才逐漸形成現代分數的算法。同斯托在1522年說明
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x 時，先將正方形垂直地分成5個長條，再水平地分成5個長條，這樣就分成了25個小正方形，其中每一個小正方 形即[image: image2.png]
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德國人路多爾夫（1530）計算[image: image5.png]
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 時，寫成下面的格式︰ 
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把公分母12寫在下面，相應的新分子寫在上面，相加得[image: image8.png]


可見他已懂得了通分。 

　　歐洲直到17世紀，多數的書在計算分數相加時都不要求用最小公倍數。只
有文格特（1596-1656）注意到 這一點，他給出最小公分母的求法。 

　　舒開（15世紀）特蘭塵（16世紀）計算分數相除時先將被除數與除數都記
為分母相同的分數，然後再求分 子的商。維特曼（1489）指出分數相除，相當
於把除數的分子分母顛倒後相乘。 

　　我國是系統敘述分數運算法則最早的國家，在《九章算術》的第一章《方田》
中，除講平面圖形面積的計 算方法外，突出的是分數問題。其中已經有了比較
完整的分數計算方法，包括四則運算﹑通分﹑約分﹑化帶分 數為假分數，其步
驟和方法基本上和現代的算法一致。不僅如此，劉徽還對分數的基本性質作了理
論上的闡述，如分子﹑分母同乘以一個數其值不變等。 

2. 同分母分數的加法

教學前確定學生的真分數概念如何？是否能夠理解3/5所代表的意義是指一個東西分成五個等份，在其中取三份。學生是否能夠將3/5看作是三個1/5。(1/5＋1/5＋1/5＝3/5)；還是誤認為3/5是五份中的三份，因此可能會在做同分母加法計算的時候，產生一個誤解，將兩個五份看作是一個整體有十份：1/5＋1/5＝2/10。

提供建議：教師在教授分數的觀念時，最好可以搭配圖示（畫圓形圖、線段圖，或是舉出生活中的實例）
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例如：

3. 約分與擴分
約分：把一個分數化成與原本的量相等，但是分子、分母都比較小的分數。

例如：60/100＝6/10＝3/5

擴分：把一個分數化成與原本的量相等，但是分子、分母都比較大的分數。

例如：3/5＝6/10＝60/100
   學生常犯的錯誤：不了解分子、分母同乘或是同除一個數之後，其分數的大小不變。所以學生會誤認為4/8＞2/4＞1/2

教師可用圖示跟學生說明這個觀念。

4. 不同分母的加減法計算

通分：把異分母分數分別化成和原來分數相等的同分母分數。
通分的方法：先求原來幾個分數的分母最小公倍數，然後把各分數化成用最小公倍數做分母的分數後，在進行加法或是減法的計算。
例如：4/5＋5/7

首先求出兩個分母的最小公倍數，在利用分數的基本性質將兩個分數的分子、分母擴大所需的倍數，使它們的分母都等於所求得的最小公倍數。

分母5和7的最小公倍數是5×7＝35

4/5化成分母是35，且分數大小不變，則分數是

4/5＝4×7/5×7＝28/35

5/7化成分母是35，且分數大小不變，則分數是

5/7＝5×5/7×5＝25/35

分別將分數的分母通分過後載做加法的計算

28/35＋25/35＝28＋25/35＝53/35

5. 分數乘法問題的難易分類：
　　分數乘法問題類型由其對學童解題活動的難易可概略分為三類：(1)分數乘以整數；(2)整數乘以分數；(3)分數乘以分數；而各類又可分為幾類如下表：
	
	分數乘法問題類別

	分數的整數倍
	單位分數的整數倍

	
	真分數的整數倍

	
	帶分數的整數倍

	
	假分數的整數倍

	整數的分數倍
	整數的單位分數倍
	積數為整數

	
	
	積數為分數

	
	整數的真分數倍
	積數為整數

	
	
	積數為分數

	
	整數的帶分數倍
	積數為整數

	
	
	積數為分數

	
	整數的假分數倍

	分數的分數倍
	單位分數的單位分數倍

	
	單位分數的真分數倍

	
	真分數的單位分數倍

	
	真分數的真分數倍

	
	單位分數的分數倍（含分數及假分數倍）

	
	真分數的分數倍（含分數及假分數倍）

	
	分數（含所有分數）的分數倍（含所有分數）


6.整數的分數倍問題
　　學童在整數的乘法活動中就有處理倍的問題的經驗（約二年級），只是到目前為止，學童處理的都是整數倍的問題，因此學童可能會產生倍的問題的答案（積數），應該比被乘數大的印象。為了與學童的舊經驗相結合，因此在引入整數的分數倍問題時，本課程先讓學童處理整數的帶分數倍問題，然後透過將帶分數逐次減1的方式，討論整數的分數倍問題的題意。

　　學童也有處理分數做數問題的經驗。以問題「10個花片裝一袋，把1袋花片分成10份，1份是多少袋？你會不會拿出[image: image9.png]


袋的花片？做做看？」為例，學童是處理以1袋為被計數單位，求袋的分數做數問題。活動示例9-12-14～16的整數的分數倍問題，則是要學童處理以1個為被計數單位，求n個的[image: image10.png]


倍是多少個1個的問題。例如在「有12枝鉛筆，全部鉛筆的是多少枝？」的問題中，是要求學童處理12枝的[image: image11.png]


倍是多少枝的問題。

　　雖然「整數的整數倍」及「分數的整數倍」的活動中，已引入了有乘號的算式來記錄「倍的活動」，但本小組認為「整數的分數倍」的活動與前二者比較，對於學童是不相同的問題類型，是故主張應再次引入乘號的算式來記錄「整數的分數倍」活動。
本小組建議對分數的乘號算式的引入應：(1)必須在帶分數的書寫格式由「2＋[image: image12.png]


」改為「[image: image13.png]


」後引入才不會混淆；(2)對於乘號的算式的引入必須在情境題中完成解題活動、進行「倍的語言的轉換」活動、再要求摘要記錄（用有乘號的算式把問題和結果記下來）；(3)引入後馬上布題檢查學童是掌握「倍的語言」的問題（例如「18的[image: image14.png]


倍是多少？」），並進行摘要記錄。
7. 分數的分數倍問題
　　在學童解決分數的分數倍問題之後，要求學童反省及重述其解題過程，以問題「雅玲有一條緞帶，她剪下[image: image15.png]


條緞帶的[image: image16.png]


倍做緞帶花，共剪下多少條緞帶」為例，活動示例在學童使用有乘號的算式填充題把問題記下來後，先要求學童把這一條緞帶平分成多少份的算法用有乘號的算式記下來，再要求學童把要拿出其中幾份的算法也用有乘號的算式記下來，並溝通這種做法為「先算出要平分成幾份（求分母），再算出要拿出幾份（求分子）」的方法，如果學童無法使用這種策略解題，教師可以利用線段圖來協助學童反省及重述其解題過程。教師應注意：本活動示例並不是要介紹「分母×分母，分子×分子」的乘法算則口訣，因為學童可能在不了解其意義的情況下，根據口訣解決問題，活動示例的重點是幫助學童透過由等分割份數的觀點解題後，透過反省及重述其解題過程，經驗「分母×分母，分子×分子」的意義。
    有些題目要求學童能討論先將帶分數化為假分數，再解決問題的策略（如果沒有學童使用這種策略解題，教師應主動提出），活動示例討論「先將帶分數化為假分數」解題策略的目的，只是想讓學童知道這一種文化傳承的算法，並嘗試使用這種算法解題，但是並不要求學童以後一定要採用這種解題策略。本小組認為程要介紹某些特殊解題策略時，為了讓學童熟悉這種解題策略，會限制學童使用這種策略解題，但是當學童學會使用這種策略後，則不會再限制學童的解題策略，因為只要這種策略有競爭性，學童自然會樂於使用。為了不使解題過程太過於複雜，教師布題時帶分數的整數部份為10以內，積數的分母應不大於60。

8.分數的除法
依據除法原理：若有A、B兩個自然數，則必可找到Q、R兩個非負的整數，滿足A＝B×Q＋R的關係，且B＞R≧0。在上述的描述中，有Q、R兩個未知數，換言之，解決除法問題，會產生Q、R兩個結果，所以，本小組建議依據除法原理，選擇「被除數÷除數＝商數......餘數」為除法算式的一般格式，來摘要記錄除法問題的解題活動與結果（參見整數的乘除法）。活動示例9-7-1則在餘數為0的除法問題情境中（剛好全部分完，沒有剩餘），幫助學童討論並形成可以省略記錄餘數部分的共識，例如由原先「12÷4＝3......0」的記錄格式，改為不記餘數的新格式「12÷4＝3」。

　　建議透過活動進行除法算式格式的重新探討，幫助學童形成新的共識，當總量全部分完時，餘數部分可以省略不記的主要原因是：(1)這是成人習慣的記法；(2)當除法問題的結果可以是分數時，就不會再有餘數的問題（例如「14÷3＝[image: image17.png]


」）；(3)本小組建議在後面的活動，將引入兩數的商式的討論，進行兩數的商式（例如「12÷4」）與定數（例如：3）的比較活動，而除法算式一般格式中的等號，其意義較接近「得到的答案是」，而不是成人較習慣的兩邊一樣大的「等價關係」（參見多步驟問題及逐次減項紀錄）。
　　對現階段的學童而言，等號有「得到的答案是」與「等價關係」兩種意義。除法算式一般格式中的等號，其意義較接近「得到的答案是」（例如「12÷4＝3......0」、「14÷4＝3......2」），等號表示「經過左邊的運算後可以得到右邊的答案」，學童無法察覺到等號左右兩邊一樣大的等價關係。而沒有餘數除法算式中的等號，則與加、減及乘法算式中的等號一樣，只要透過大小比較活動，即可形成等號代表左右兩邊一樣大的等價關係的共識。故而活動示例9-7-1在餘數為0的除法問題情境中，幫助學童形成「12÷4＝3」新格式的共識，為後面討論等號是表示「等價關係」意義的活動舖路。
9. 被除數與除數是異分母分數的包含除問題
　　如果學童解題時發生困難，教師宜檢查學童是否具備下列活動經驗：(1)解決整數範圍內包含除問題的經驗；(2)解決異分母分數的合成、分解、整數的分數倍及分數的整數倍問題的經驗；(3)解決被除數與除數為同分母的包含除問題的經驗。由於包含除問題情境的特性，學童易於使用從總量（被除數）中逐次減去分量（除數）的策略解題，並使用有乘號和減號的算式記錄解題活動。
　　以問題「一袋大豆重24公斤。菜販買了[image: image18.png]


袋，[image: image19.png]


袋分裝成一籃，儘量分完，可以分裝成多少籃？剩下多少袋？」為例，學童可能有下列四種解題策略：(1)訴諸於內容物的策略；(2)從總量中逐次減去分量的策略；(3)使用分量的整數倍累積逼近總量的策略；(4)訴諸算則。本小組認為多數學童目前仍無法理解分數除法算則的意義，如果有學童使用分數除法算則解題，教師宜建議學童透過等分割份數的觀點，說明他（她）的解題過程，並淡化處理。因為當學童使用分數除法算則解題，而又無法掌握分數除法算則的意義時，可能將上述問題的解題活動記成「[image: image20.png]
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＝5又」，而以「[image: image22.png]


」作為餘數，如果學童以「[image: image23.png]


」當做餘數，教師宜追問「[image: image24.png]


」是指什麼？是表示「袋」，還是「籃」，以澄清「[image: image25.png]


」的單位的意義。
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